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∣
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∣
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���
 ��� ��
, �� ��� ��+ 
�
���� ������� ,�� ��
�������� �

���� 	��	������� ����
����
 ������ ��� �����
�=����� 
��	 ��� 
��	
��� ����

���� ��������

 ��	����� ��������
 ���� �
 ������� ��� �� ��	
��� ���
� �
������� 	��	�
�����
� >������� ���	����� ��������
 ����
 ��� ����
 ���� Σ �
 ,���� �� ��
��� �A������ �� 	������� #$8"34'� 1�������� �� �		����� ��
�� �� ���	�����
��������
 ����
 ������ �� �������� ��
�
�� ;� ����� ����
� �� ��� ��������
 ��
	��������
 ��� ����� �� Σ� ���� ������� � ��� ��������
 ���� ��� ��� ��
�
����

�������� ����� �����
� �� ��	�
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(����
�=������ �
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7�� ��� 
�,� �� �
����� ��� ��� ��
� �� ��	
����������� ��� ���������� �	������

���� ��� 
�������� Σ ��� 
�	������ ���� ��� ����	
� ���� ��� ���������� �	�
������
 �� Σa = {+[n], ∗[n], C} ��� ��� ��������� �� Σc = {[i : j][n], @[n],∼[n]

, &[n], |[n], C}� @���� �����
�=��
 ��� Σa ��� Σc ����
� ��� �����
 ���� ��� ��
��������� ���������� �����
� ϕ �
 ���	���� �
 ��

��
� 7��
�� ϕ �
 �����	� ����
Σa ��� Σc������
�
 ϕa ��� ϕc ��
	������
�� 
���
�� �� ��� 	���������� 
��	 ��
��� (�

���)		�� ����������� 	�������� #()63� +>3E'� +��� ��� ����
 �� ϕa

��� ϕc ��� ��������� ���� �����
 ���� �� ��� �����
	������ �����
�=��
�

����� ��	

��	
���	 ����
� ����

+�� ������������� �����
 ���� ��� Σc�����
 �
 ��� �����
��� �� � ��

�,����
�����
 ���� �� ������
� �	������
� +�� �������
 �����
 ���� ��� �������������
��� ���������� ��
 ��
� ��	����� �� #$034'�

� Σc����� t[n] �
 �� ������������� �����
 ���� �� �� �
 ���
������� �� ���
��

����� ���C

q[n] ::= c[n] | x[n] | x[m][i : j]

s[n] ::= q[n] |∼ q[n] | (q1
[n] ◦ · · · ◦ qm

[n])

t[n] ::= s[n] | (s1
[i1] @ · · ·@ sm

[im])

����� ◦ ∈ {&, |} ��� q1
[n] ≺ q2

[n] ≺ · · · ≺ qm
[n] ��� 
��� ���� 
����� ����
 ��������

≺ ���� ���������� ����
� +�� �������� ��
���
 ���� �� ��� ������
� ��	��

���

��� �� ������� �� ��� 
��� ��	��

��� �
��� ��
� �������������� �

�����������
��� ����	������ -q◦q = q/� ���� ���� ��

 �� �����
�=�� �� ��� 
��� ��	��

����

�

 ��� ����
 qi
[n] ��� �������� �� �� ��A������ ��� ����� ��� ��� �� ��	�����

����������
 �� ��� 
��� ������
� �� ��� ����� �

�� �� � ���
���� ���
�
 �����
q1
[n], . . . , q

m
[n]� ���� �� ��
� �� q1

[n]� ��� q1
[n]������ �� ������ �� 0[n] �� 1[n]�

+�� ��.����� ����
 ����� s1
[i1], . . . , s

m
[im] �� ��� ������������� ��
� �� 
���

���� ���� ������ �� �	��	�� ;��������
�� ��� ��.����� ����
 s1 ��� s2 �� s1 @ s2

��� �� ������ ��
� �� ���� ��� ���� ���
����
� �� ���� ��� ��������
� ����������

���� ��� 
��� ����� ���� s1 = x[k : i + 1] ��� s2 = x[i : j] ��� 
��� ������
�
x� 
��� ���� s1 @ s2 �����
�=�
 ���� x[k : j]� )������
� s1 ��� s2 ������ ��
�������

;� ��� �� 
���� ���� ���	����� ��� ������������� �����
 ���� �
 	�
�������
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����� ����� ����� ��� ��	

��	
���	 ����
� ����

;� ���
 
������ �� ��
����� ��� �����
�=�� σ ��� ������������� �����
 ����� ;�
��,�
 � ���� �
 ��	�� ��� ������
 � ����� +�� ��������� �

���� �� σ �
 ���� ���
��������� 
����	��

��� �� ��� ��	�
���
 �	������ ��� �
����� �� �������������
�����
 �����

• $�
� ��
� ��
�
C
σ(c[n]) = c[n]

σ(x[n]) = x[n]

• 5�
�
 ��� ����������C ;� ��� ��

����� �� �

��� n > i ≥ j ≥ 0

σ(c[n][i : j]) = c′[i−j+1]

where c′ is the constant =
bits of c from position i down to j

σ(t[n][n − 1 : 0]) = σ(t[n])
σ(t[n][i : j][k : l]) = σ(t[n][k + j : l + j])

if n > i ≥ j ≥ 0, i − j + 1 > k ≥ l ≥ 0
σ((t[n]@u[m])[i : j]) = σ(u[m][i : j])

if m > i ≥ j ≥ 0
σ((t[n]@u[m])[i : j]) = σ(t[n][i − m : j − m])

if n + m > i ≥ j ≥ m
σ((t[n]@u[m])[i : j]) = σ(t[n][i − m : 0])@σ(u[m][m − 1 : j])

if i ≥ m ≥ j ≥ 0
σ((t1[n]&t2[n])[i : j]) = σ(t1[n][i : j])& σ(t2[n][i : j])
σ((∼ t[n])[i : j]) = σ(∼ (t[n][i : j]))
σ((t1[n] | t2[n])[i : j]) = σ(t1[n][i : j]) | σ(t2[n][i : j])
σ((t1[n] Jt

2
[n])[i : j]) = (σ(t1[n][i : j]) Jσ(t2[n][i : j]))

• 5�
�
 ��� �����
� (�@�+;)(C ;� ��� ��

����� �� �

��� n > i ≥ j ≥ 0

σ(∼ c[n]) = c′[n]

where c′[n] is the bitwise neg of c[n]

σ(∼ (t1[n]@t2[m])) = σ(∼ t1[n])@σ(∼ t2[m])
σ(∼ (∼ t[n])) = t[n]

6



• 5�
�
 ��� �����
� �(8C
σ(0bin0[n] & t[n]) = 0bin0[n]

σ(0bin1[n] & t[n]) = t[n]

σ(t[n] & t[n]) = t[n]

σ(t[n] & ∼ t[n]) = 0bin0[n]

σ(0bin0[n−m]0bin1[m] & t[n]) = 0bin0[n−m]@t[n][m − 1 : 0]
σ(0bin1[n−m]0bin0[m] & t[n]) = t[n][m − 1 : 0]@0bin0[n−m]

σ(c1
[n] & c2

[n]) = c′[n]

where c′[n] = bitwise ANDof c1
[n]and c2

[n]

σ(t2[n] & t1[n]) = σ(t1[n] & t2[n])
where t1[n] is lexicographically smaller than t2[n]

σ((t1[i1]@ . . . @tm[im])& q[k]) = (σ(t1[i1 ] & q[k][k − 1 : k − i1]) @ . . .

@ σ(tm[im] & q[k][im − 1 : 0]))
where k = i1 + . . . + im
similar rule for σ(q[k] & (t1[i1]@ . . .@tm[im]))

• 5�
�
 ��� �����
� )5C
σ(0bin0[n] | t[n]) = t[n]

σ(0bin1[n] | t[n]) = 0bin1[n]

σ(t[n] | t[n]) = t[n]

σ(t[n] |∼ t[n]) = 0bin1[n]

σ(0bin0[n−m]0bin1[m] | t[n]) = t[n][n − 1 : m]@0bin1[m]

σ(0bin1[n−m]0bin0[m] | t[n]) = 0bin1[n−m]@t[n][m − 1 : 0]
σ(c1

[n] | c2
[n]) = c′[n]

c′[n] = bitwise OR of c1
[n]and c2

[n]

σ(t2[n] | t1[n]) = σ(t1[n] | t2[n])
where t1[n] is lexicographically smaller than t2[n]

σ((t1[i1]@ . . . @tm[im]) | q[k]) = (σ(t1[i1] | q[k][k − 1 : k − i1]) @ . . .

@ σ(tm[im] | q[k][im − 1 : 0]))
where k = i1 + . . . + im
similar rule for σ(q[k] | (t1[i1]@ . . .@tm[im]))

• 5�
�
 ��� �������������C
σ(c1

[n]@c2
[m]) = c′[n+m]

where c′ is the constant =
bits(c1) followed bybits(c2)

σ(t[n][i : j]@t[n][j − 1 : k]) = σ(t[n][i : k])
where n > i ≥ j ≥ k ≥ 0

σ(t1[n]@t2[m]) = flatten(t1[n]@t2[m])

• 5�
�
 ��� ��� K����� �������� ���C
flatten((t1[i1]@ . . .@tm[im]) @

(w1
[j1 ]@ . . .@wk

[ik])) = (t1[i1]@ . . . @tm[im]@w1
[j1]@ . . .@wk

[ik])

4
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7�� �

 ����� ��

������� ����
 ��� ��������� ������ �� ���� σ(t) = t�

����� ����������

?� 
��� ���� ��� ���� ���	
����� �� σ �
 	�
������
 �� ��� 
�=� �� ��� ��	���
+�� 
�=� �� � ���� �
 ��� 
�� �� ��� ��

�����C

• +���
 ������ �� ���������
 �� �

 �������� 
����
 �� ��� ����
• +���
 ������ �� ���������
 �� �

 ������
�
 �� ��� ����
• log2(n) ��� ����� ��������� �� �� �������� n�

• ��� ������ �� ���
 �� ����� ���������� ���
���� ���� �����
 �� ��� �����

5���

 ���� �� ��������� ������� �� �� ��� �����
�=�� σ �
 ���� ��� 
�������

��� �
����� �� �����
 �����  ��
������
�� �� �
 ��
� �� ����, ���� ��� 
�=� ��
��� ���	��
 �� ��� ����� ��
�
 ��� 	�
������
 �� ��� ��	�� 
�=�� ����	� ��� ���
��
� ��
��C

σ((t1[i1 ]@ . . .@tm[im]) ◦ q[k]) = (σ(t1[i1 ] ◦ q[k][k − 1 : k − i1]) @ . . .

@ σ(tm[im] ◦ q[k][im − 1 : 0]))
where k = i1 + . . . + im
similar rule for σ(q[k] ◦ (t1[i1]@ . . .@tm[im]))
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	����� ��� ��� ������ 
���
 �������� ��� ����������
 ���� ���� �� �� ������� ���
�� ��� ��������� ���������
 �� �� ��� �����
� �	�������
�

;� �
 ��
� �� 
�� ���� �� ��� ���
 �����
 ���� �� 
��� �� ��	��� ���� ����
	����� �� ��� ������������� ��

 ���� �����
� �	�������
 ���� �� ����� ��

 ��
����
� n���� -��
��� ���������� �� ��� ������ 
��� ��	��
��� � 
���
� ���	��
���� �� ��� ���
 �������������/� +�� ����� �� ��� ���
 ������������� ��

 �� ���
������� ������ �� 
��� ��
���
� ���� ��� 
����
� ������ �� �������������

�� ��� ��� �� ��� ��	���  ��
������
�� ��� 
�=� �� ��� ���
 ���	�� �
 ����
�
��������� �� ��� 
�=� �� ��� ��	���

>������� ���� ��
� �� ��,�� ���� �� ��� 	����

 �� ���	����� ���
 ���

���	��� �� 
��	 �������� ��	�������
 ����� 5���
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���
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 ��
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����� ���������
 ����
� ����

���������� �����
 ���� ��� � Σa����� t[n] �
 ������ �
 ��

��
�

q[n] ::= c[n] | x[n]

s[n] ::= q[n] | c[n] ∗[n] x[n]

t[n] ::= s[n] | s1
[n] +[n] . . . +[n] sm

[n].

>��� var(s1
[n]) ≺ · · · ≺ var(sm

[n])� ����� var(s) ������
 ��� ������
� �� s� �� �����

�
 ���� ;� ����� ����
� var(x) = x� var(c ∗[n] x) = x� ��� var(c) = c� ;��������
��
t[n] �
 � 
�� �� �������

 ���� �

 
�,� ����
 ��������� ��� ��� 
������

������� �� ����� ������
�
�

���� ����� ����� ��� ���������
 ����
� ����

7�

����� ��� ��� 	���� ��
�
 ��� �������� ����
 ���
������� ��� �� ����������
�	������
 ���� ���������� �����
 ����� +�� ��������� �

���� �� ��� �����
�=��
γ �
 ���� ��� ��������� 
����	��

��� �� ��� ��	�
���
 �	������ ��� �
����� ��
���������� �����
 �����

?� ����� � �������� 	��-/ �
 ��

��
C

t[i][n − 1 : 0] i > n
pad(n, t[i]) = t[i] i = n

0bin0n−i@t[i] i < n

• 5�
�
 ��� ��� $!1L"+ �	������ ∗[n]C

γ(0bin0[r] ∗[n] t[s]) = 0bin0[n]

γ(0bin0 . . .01 ∗[n] t[s]) = pad(n, t[s])

7�� ��� ��
�
 ��
��� a, c, c′ ������ ���
����
� ��� �� ���� a 
= 0bin0[r] ��
a 
= 0bin0 . . .01�

γ(t1[i1] ∗[n] t2[i2]) = γ(pad(n, t1[i1]) ∗[n] pad(n, t2[i2]))
γ(a[r] ∗[n] c[s]) = c′[n]

where c′ = int2bv(n, bv2int(a) · bv2int(c))

γ(t[n] ∗[n] a[n]) = γ(a[n] ∗[n] t[n])
γ(a[n] ∗[n] (b[n] ∗[n] t[n])) = γ(γ(a[n] ∗[n] b[n]) ∗[n] t[n])

γ(a[n] ∗[n] (t1[n] +[n] . . . +[n] t
k
[n])) =

γ(a[n] ∗[n] t1[n]) +[n] . . . +[n] γ(a[n] ∗[n] t
k
[n])

• 5�
�
 ��� $!0"L�C

γ(0bin0[r] +[n] t1[n] +[n] . . . +[n] t
k
[n]) = t1[n] +[n] . . . +[n] tk[n]

**



• 1�,��� ����
 �� ����
 
�����C
γ(a1

[k1]
∗[i1] x1

[j1] +[n] . . . +[n] am
[km] ∗[im] xm

[jm]) =
BVPLUSm

i=1γ(pad(n, ai
[ki]

∗[n] xi
[ji]

))

! ������ ���
����


γ(a1
[n] +[n] . . . +[n] ak

[n]) = int2bv(n, Σk
i=1bv2int(ai

[n]))

! 7
�������� 5�
�C

γ(t1[n] +[n] . . . +[n] (q1
[n] +[n] . . . +[n] q

k
[n]) +[n] . . . +[n] tm[n]) =

(t1[n] +[n] . . . q1
[n] +[n] . . . qk

[n] +[n] . . . +[n] tm[n])

! ������� ��� �������

C +�� �������

 a[i] ∗[n] x[j] ����� ��� 
���
����
 �� � $!0"L� ��	��

��� ��� �������� ��������� �� ��� ��������
���� ����
 ≺�

!  �������� 
�,� ����
C ����� �

 ��� �������

 ��� 
����� ����� ≺�
�������

 ���� ��� 
��� ������
� �		��� ���� �� ���� ����� �� ���
$!0"L� ����� ?� ������� ���� �
 ��

��
� ;� � ������
� �����

������� ��� ���������� ���� ��
 ��������� �
 
�� �� *� ;� ���� ����
��� ���
���� �����
 ���� ���� ��� ����� �	 �
��� ��� �������� ��
���
����
 ��
��

γ((a1
[n] ∗[n] x[n]) +[n] . . . +[n] (ak

[n] ∗[n] x[n])) =

γ((a1
[n] +[n] . . . +[n] ak

[n]) ∗[n] x[n])

• 5�
�
 ��� $!L1;(L�
γ(−0[n]) = 0[n]

γ(−t[n]) = γ(−1) ∗[n] γ(t[n])
γ(−c[n]) = (∼ c[n] +[n] 1)

γ(−(−t[n])) = t[n]

γ(−(c[n] ∗[n] t[n])) = γ((−c[n]) ∗[n] t[n])
γ(c[n] ∗[n] −t[n]) = γ((−c[n]) ∗[n] t[n])

γ(−(c1
[n] ∗[n] t1[n] +[n] · · · +[n] cm

[n] ∗[n] tm[n])) = γ(γ(−c1
[n] ∗[n] t1[n]) +[n] · · ·+[n]

γ(−cm
[n] ∗[n] tm[n]))

• ���������� ���� $!0"L�
γ((t1[n] +[n] . . . +[n] tm[n])[i : j]) = γ(t1[n][i : 0] +[i+1] . . . +[i+1] tm[n][i : 0])[i : j]

where n > i + 1

• ���������� ���� $!1L"+
γ((t1[n] ∗[n] t2[n])[i : j]) = γ(t1[n][i : 0] ∗[i+1] t2[i : 0])[i : j]

where n > i + 1

7�� �

 ����� ����
 t �� ���� γ(t) = t�

*B



����" ����������

?� 
��� ���� ��� ���� ���	
����� �� γ �
 	�
������
 �� ��� 
�=� �� ��� ��	���
+�� 
�=� �� ���� �
 ������ �
 �� ��� 
������ �� ������������� �����
 �����

(����� ����� ��� ���	�� ����
 �� �

 ��
�
 ���� ����
� �
 ���� ������
�
�
��������
 ��� ���
����
 �
 �� ��� ��	��� ����	� ��� 	������ ��
�
 ��� ��� ��
�

����� ��
�C

γ(a[n] ∗[n] (t1[n] +[n] . . . +[n] t
k
[n])) = γ(a[n] ∗[n] t1[n]) +[n] . . . +[n] γ(a[n] ∗[n] t

k
[n])

;� �
 ��
� �� 
�� ����� ��� ���� ��
�� ��� �
����	 �� ��� 
�=� �� ��� ���	��
�
 � �������� �� ��� ��	�� 
�=� �
 	�
������
� �

�� ���� ���� ���� ��
� ��,�

��
� 	�
������
 ������ �� ���� -���� 	�
������
 �� ��� 
�=� �� ��� ��	��/ ��
���	��� ��
 ���	��� ;� ��

��
 ���� ��� ���� ���	
����� �� ��� �����
�=�� γ �

	�
������
�

��
 ���	��� ������

� ���
��,�
��
� ����
��� 	�������� �
 � ���	�
����� �� � ������=�� ��� 
�
����
� 
�
��� ����	�
 � 
�� �� ��������
� ��� ������
 � 
�� �� ��������
 �� 
���	�
���� #$��%D'� ;� ��� ����
��� 	��������� ���
 ����������� �
 ���		��� +���� �

� 
�
��� ����� 
�
��
 �� � 
�=� ������� ���� 
�
�� ��� ��
� ���
� ������
�
 ���
�
��������� ��� �
����� * �� �*� ;� 	������
��� ��� �� �������� �� ��� ����

t1[n] = t2[n]

�� ���	���
t1[n] −[n] t2[n] = 0bin0[n]

������ t1[n] −[n] t
2
[n] �
 ������� �����
�=�� �
��� ��� �����
�=��
 ��
������ ������

���� � ����
��������� ��������
 ������� �		���������
 ��� �����
�=�����
� ;�
� ������
� x[n] ��� �� �
�
���� ���� ��� ���� x[n] = t[n]� ���� 
��� �� �
�
��
���� �
 	��������� 7����������� �

 ����
 ���������� x[n] ��� ���������� ���

�
��������� �� ���� ��� 
�
����

��� ��	�����	��� �
���

;� ���
 
������� �� ��
����� �

 ��� 	���� ��
�
 ��� ��� 
������� ��� ���������� �
���������� ����
� ���� �� ������
��� $��
��� �����
��

����� ����� ����� ��� ��� #��$%�
����

7�

����� �
 � 
�� �� 	���� ��
�
 �� ������� � 
���
� ���� �
 � ���
��� ������
�� ����
�� ��������� ���������� ����� $�
��� i ∈ N� ���� ���������
 ��� ��������� �����
��� 
���� +��
� ��
�
 ���� �� 	����
�
� ��� ����
�
��� �� ��� ��
� �
 ��
�� ���

���� ;� ��� ��

������ t[n][i] : BV (n) → Bool �
 � 
�������� ��� t[n][i : i] ≈ 0bin1�
;� ��� ith ��� �� t[n] �
 ������ 0bin1 ���� ��� �����
� t[n][i : i] ≈ 0bin1 ���
����

�� ����� ��� �������
� �� ���
����
 �� ��

�� $�
��� �� ������� 
������� ����
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��� 
������� 	���� ��
� 
�������� �
�� ��  ! "� ;� 	������
��� �� ���M� �
�

������
 ��� ��� ����
�
���
� ��� ����� 
��� ���������
 ����� ��� 
����

0 ≤ i ≤ n − 1, c[n] ∈ C, i��� ��� �� � �
 %

� c[i] ⇔ false

0 ≤ i ≤ n − 1, c[n] ∈ C, i��� ��� �� � �
 *

� c[i] ⇔ true

j1 + . . . + jm = n 0 ≤ i < j1
� (tm[jm]@ . . .@t1[j1])[i] ⇔ (t1[j1])[i]

j1 + . . . + jm = n j1 + . . . + jk−1 ≤ i < j1 + . . . + jk

� (tm[jm]@ . . .@t1[j1])[i] ⇔ (tk[jk])[i − (j1 + . . . + jk−1)]

0 ≤ j ≤ k < n, 0 ≤ i < k − j

� (t[n][k : j])[i] ⇔ t[n][i + j]

i1, i2 > 0
� (t1[i1] +[n] t2[i2])[0] ⇔ t1[0] ⊕ t2[0]

0 < i ≤ n − 1
� (t1[n] +[n] t2[n])[i] ⇔ t1[i] ⊕ t2[i] ⊕ c(t1, t2, i)

�����

• c(t1, t2, 0) = t1[0] ∧ t2[0] ���

• c(t1, t2, i) = (t1[i− 1]∧ t2[i− 1]) ∨ (t1[i− 1]∧ c(t1, t2, i− 1)) ∨ (t2[i− 1]∧
c(t1, t2, i − 1)) ��� i > 0�

0 ≤ i ≤ n − 1
� (∼ t[n])[i] ⇔ ¬(t[n][i])

0 ≤ i ≤ n − 1
� (tm[n]& . . .&t1[n])[i] ⇔ (tm[n][i] ∧ . . . ∧ t1[n][i])

0 ≤ i ≤ n − 1
� (tm[n] | . . . | t1[n])[i] ⇔ (tm[n][i] ∨ . . . ∨ t1[n][i])

*&



����� ��
����&� ��	
���	 �� #��$%�
�� �����

+�� �����
��� �������� f(t[n], i) : (BV (n), N) → BOOL ����	�
 ��� ��	��
�
����
� � ���������� ���� t[n] ��� � ������
 ������� �����
���
� -
��������

�����
���/ �		
��
 ��� ����� �����
�
���� ��
�
� ��� ������
 � ���
��� �����
� ϕ
���� ��� ������
�
 �� t[n] 
��� ���� t[n][i] ⇔ ϕ�

����� #��$%�
���	' ()�
���	�

7�

����� �
 � 	���� ��
� ���
� 	����
� �
 � ���������� �������� ��� ����
�
���
�
 � ���
��� �����
� ���� ��� ���
 �� ��� ����
 �� ��� ��������� "�� ��� ��������
�� ��� 	����
� �� t1 ≈ t2� ����� ���� t1, t2 ��� ����
 �� 
��� BV [n]�

Γ � t1 ≈ t2

Γ � ∧n
i=1 t1[i] ⇐⇒ t2[i]

����� #��$%�
���	' *	�)�
���	�

7�

����� ��� ��� �����
�
���� ��
�
 ��� ��������� ���	������
�

� 0 <[1] 1 ⇐⇒ true

� 1 <[1] 0 ⇐⇒ false

� t[n] <[n] t[n] ⇐⇒ false

� c1
[n] <[n] c2

[n] ⇐⇒ true

�� bv2int(c1
[n]) < bv2int(c2

[n])

� c1
[n] <[n] c2

[n] ⇐⇒ false

�� bv2int(c2
[n]) ≤ bv2int(c1

[n])

� b1 <[1] b2

� Bool(b1) ⇐⇒ false ∧ Bool(b2) ⇐⇒ true

����� b1, b2 ��� 
���
� ��� ����������
� ��� Bool(bi) �
 ��� �����
	������ ���

��
���

*I



� t1 <[n] t2

�

(t1[n − 1] <[1] t2[n − 1]) ∨
((t1[n − 1] = t2[n − 1]) ∧ (t1[n − 2] <[1] t2[n − 2])) ∨

((t1[n − 1] = t2[n − 1] ∧ t1[n − 2] = t2[n − 2]) ∧ (t1[n − 3] <[1] t2[n − 3])) ∨
���

���
((t1[n − 1] = t2[n − 1] ∧ · · · ∧ t1[1] = t2[1]) ∧ (t1[0] <[1] t2[0]))

������� ��
� ����� ��	
�����
 ��� ��
� ����� ����� �� � ���� ������� ����

� t1 <[n] t2

� (t1[n − 1] <[1] t2[n − 1]) ∨
((t1[n − 1] = t2[n − 1]) ∧ (t1[n − 2 : 0] <[n−1] t2[n − 2 : 0]))

� 0 ≤[1] 1 ⇐⇒ true

� 1 ≤[1] 0 ⇐⇒ false

� t[n] ≤[n] t[n] ⇐⇒ true

� c1
[n] ≤[n] c2

[n] ⇐⇒ true

�� bv2int(c1
[n]) ≤ bv2int(c2

[n])

� c1
[n] ≤[n] c2

[n] ⇐⇒ false

�� bv2int(c2
[n]) < bv2int(c1

[n])

� b1 ≤[1] b2

� Bool(b1) ⇐⇒ false ∨ Bool(b2) ⇐⇒ true

����� b1, b2 ��� 
���
� ��� ����������
� ��� Bool(bi) �
 ��� �����
	������ ���

��
���

� t1 ≤[n] t2

�

(t1[n − 1] <[1] t2[n − 1]) ∨
((t1[n − 1] = t2[n − 1]) ∧ (t1[n − 2] <[1] t2[n − 2])) ∨

((t1[n − 1] = t2[n − 1] ∧ t1[n − 2] = t2[n − 2]) ∧ (t1[n − 3] <[1] t2[n − 3])) ∨
���

���
((t1[n − 1] = t2[n − 1] ∧ · · · ∧ t1[1] = t2[1]) ∧ (t1[0] <[1] t2[0])) ∨

(t1[n − 1] = t2[n − 1] ∧ · · · ∧ t1[1] = t2[1] ∧ t1[0] = t2[0])

*E



������� ��
� ����� ��	
�����
 ��� ��
� ����� ����� �� � ���� ������� ����

� t1 ≤[n] t2

� (t1[n − 1] <[1] t2[n − 1]) ∨
((t1[n − 1] = t2[n − 1]) ∧ (t1[n − 2 : 0] ≤[n−1] t2[n − 2 : 0]))

��� ����
� 	��� ������ ����

;� ���
 
������ �� 	��
��� ��� 	���� ��
�
 �� ������� ��������� ���
��� �����
�

���� ���.������� �����
 ���� - (7/� ��� ��� �

������� 
�������� ?� ������
���
��� ������
�
 �� p, q, . . .� ��� l, l1, l2, . . . ������ 
�����

� c1, c2, . . . ������
�
��
�
� ��� ��������� ���
��� �����
�
 ��� ������� �� ϕ, ϕ1, ϕ2, . . .� ?� ������
��������
� �
� AND ���� ∧� OR ���� ∨� IMP ���� ⇒� IFF ���� ⇐⇒ �

����� ��� ��� ����� �����

*� $��
!�� ;���� 5�
�C

Γ � ϕ ϕ is not a literal
Γ � ∃v (v ∧ (v ⇐⇒ ϕ))

����� v �
 � ���
� ���
��� ������
� �����
	������ �� ��� ��������� ���
���
�����
� ������� �� ϕ� ��� ����� ϕ �
 ��� � 
�����
�

B� ���� (7 5�
�C "�� ϕ ������ ��� ���
��� �����
� AND(ϕ1, . . . , ϕn)� ���

�� v �� ��� ���
� ���
��� ������
� �����
	������ �� ��� ���
��� �����
�
������� �� ϕ�

Γ � v ⇐⇒ AND(ϕ1, . . . , ϕn)
Γ � ∃v1 . . . vn(CNF[v ⇐⇒ AND(v1, . . . , vn)] ∧ ∧n

i=1(vi ⇐⇒ ϕi))

����� v1, . . . , vn ��� ���
��� ������
�
 �����
	������ �� ��� ���
��� ����
��
�
 ������� �� ϕ1, . . . , ϕn� ��� CNF[v ⇐⇒ AND(v1, . . . , vn)] �
 �
����� �������� ��� ��� �����
� ����� �
 
�����

� ������
��� �� ��� ����
��
� v ⇐⇒ AND(v1, . . . , vn)� +�� ��������� ������ ���
 ��
� �
 ���� ���
��������� 
��������
�
 �� ϕ ��� ��	
���� �� ������
�
� ��� ��� ��
�
� �

��������� ��  (7� ��� ���
 	����

 �
 ��	����� �

 ��� ��� �� ��� 
���
 ��

�����

� +�� �����
� ������� �� CNF[v ⇐⇒ AND(v1, . . . , vn)] �
C

(¬v ∨ v1) ∧ (¬v ∨ v2) ∧ . . . ∧ (¬v ∨ vn) ∧ (v ∨ ¬v1 ∨ ¬v2 ∨ . . . ∨ ¬vn)

D� )�� (7 5�
�C "�� ϕ ������ ��� ���
��� �����
� OR(ϕ1, . . . , ϕn)� ���

�� v �� ��� ���
� ���
��� ������
� �����
	������ �� ��� ���
��� �����
�
������� �� ϕ�

Γ � v ⇐⇒ OR(ϕ1, . . . , ϕn)
Γ � ∃v1 . . . vn(CNF[v ⇐⇒ OR(v1, . . . , vn)] ∧ ∧n

i=1(vi ⇐⇒ ϕi))

����� v1, . . . , vn ��� ���
��� ������
�
 �����
	������ �� ��� ���
��� ����
��
�
 ������� �� ϕ1, . . . , ϕn� ��� CNF[v ⇐⇒ OR(v1, . . . , vn)] �
 �
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����� �������� ��� ��� �����
� ����� �
 
�����

� ������
��� �� ��� ����
��
� v ⇐⇒ OR(v1, . . . , vn)� +�� ��������� ������ ���
 ��
� �
 ���� ���
��������� 
��������
�
 �� ϕ ��� ��	
���� �� ������
�
� ��� ��� ��
�
� �

��������� ��  (7� ��� ���
 	����

 �
 ��	����� �

 ��� ��� �� ��� 
���
 ��

�����

� +�� �����
� ������� �� CNF[v ⇐⇒ OR(v1, . . . , vn)] �
C

(v ∨ ¬v1) ∧ (v ∨ ¬v2) ∧ . . . ∧ (v ∨ ¬vn) ∧ (¬v ∨ v1 ∨ v2 ∨ . . . ∨ vn)

&� ;10� (7 5�
�C "�� ϕ ������ ��� ���
��� �����
� IMP(ϕ1, ϕ2) -�
��

�
������� �
 ϕ1 ⇒ ϕ2/ � ��� 
�� v �� ��� ���
� ���
��� ������
� �����
	������
�� ��� ���
��� �����
� ������� �� ϕ�

Γ � v ⇐⇒ IMP(ϕ1, ϕ2)

Γ � ∃v1 . . . vn(CNF[v ⇐⇒ IMP(v1, v2)] ∧
∧2

i=1(vi ⇐⇒ ϕi))

����� v1, v2 ��� ���
��� ������
�
 �����
	������ �� ��� ���
��� ������

�
 ������� �� ϕ1, ϕ2� ��� CNF[v ⇐⇒ IMP(v1, v2)] �
 � ����� ������
��� ��� ��� �����
� ����� �
 
�����

� ������
��� �� ��� �����
� v ⇐⇒
IMP(v1, v2)� +�� ��������� ������ ���
 ��
� �
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Concatenation normal form

Bitvector DP

CVC Lite Core

Purification

back to CVC Lite Core

assignment or contradiction

Boolean formula

SAT Solver

Rewrites

Arithmetic normal form

Conversion to SAT

Equality 
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ϕ1

ϕ

ϕ1
norm

ϕ2
norm

7����� BC ������������ �� ��� ���������� 8���
��� 0��������

+�� ��
�
���� ���
��� �����
� �
 ��� �� ��� ��+ 
�
���� ;� ��� ��+ 
�
��� ������

� �������������� ���� ��� �������
 �����
� ϕ �
 ���
���� ��
���
���
�� )������
�
�� �
 
���
���
��

��"�� ��)������	�� �� ��� �����	$+���	 ���%�	
���	

�� ��	������ ������������ �� ���
 �A��� �
 
������ ��� �� ��������� � ����������
����
��� 	�������� ���� � (�

���)		�� 
��
� ����������� �� ����
��� 	�����
����
� ;� 	������
��� �� ���� ��	
������� ���
 ����
��� 	�������� �
 � 	���
��  ! "����  ��	����� ����
��� 	��������
 ��� �������� ��  ! "��� ��
�� �����	� ����� ���������� ��� 	��	����� �

 ����
����
 ��	
��� �� ��� �������
������� ����	
� #()63� $��%D'� +��
 
�
� ��������� �
 �� ���� ��	�
�� �� ���
(�

���)		�� ����������� �������

)�
��� ����
 ���� � ��� ���
������ ��� �� ����� �� ��� 
�� �� ���
����
���
������
 �� ��� ���� ������ � ���� ��� ��� �
������� ��
� �� ��
� �� ��,�
���
 ���� ������� ���� ��
� ����������
 ������ �� ���,� 0���� 	��������� �

� �
���
 ������� ��� ���
� �
��
 ��� ���� �� ����, ��� ���, ��  ! "��� �
���
�������
 	���� ����,��
�

�

�� ��� (�

���)		�� ����������� �������
 ���� ���� ���	����� ������

B*



��
� �� 
������������	 ��� ��� �����
	������ ����
��� 	�������� ��
� 	��	�����
�

 ����
����
 ���� ��� ��	
��� �� ��� ������� 
�����
 �������� �� ����� ��� ���
����������� �� �� ���	
����

+�� ������ �� ���������� ����������
 	��
����� ���� �
 �� ���� � �����
���	�
��	��� #1��3E'� +�� ���� ���� ��� ������ �
 �����
����� �
 ��� ��
����� ���
��� ��
�
�
 �� ��� 	������
 
������
� >������� �� ������
 ��	������ ��� ���
	��	�
�
 �� (�

���)		�� ������������ �
 ��	
������� ��  ! "����� ;� ���
�����
����� ���
��� �� ��� ���������� ������� ����������
 �� 
����� n ���	��
� �

�	����� 
���� ��� ���� n� (��� ���� ���� 
��� �����
	���
 �� � ����� �������
��� ������ �� �

 ����� ������	�� 
�����
 �� 
����� n� ���� ��� �
	����� {0, 1}�
+��
 ��	
��
 ���� ��� �����
����� ���
��� �� ��� ���������� ������ �
 ��� 
���
��
��������

� Σ������� T �
 
��� �� �� 
������������	 ��	� � 
	� �� 
���
� �� ��� �����
Σ�
������� ϕ 
���
���
� �� 
��� ���	� �� T � ϕ �
 
���
���
� �� � ����
 �� T
������� �� ����� 
��� �� ���
 
�� #+:%&� @$+8%&'�

+�� �����
����� ������ �� ����������
 ����� ������
 ��������=������ �����
���� ��� ��
� �� ������ 0 �� 1� �
 ��� 
���
���������� 
���� �

 ����

 �� T ���
����

���
� ����� �� �

 ��� 
���
� +��������� ��� ���������� ������ TBV �
 
	
��
���� ��� �������
 TBV = T1 ∪ T2� ����� T1 �
 � ������ �� ����� 
�����
 ����
�������
 -��� �
� ���������� 
���
���������/� ��� T2 �
 �� ���������
 
�� �� �����

���
�������� ���� ������� �� �� ������ % �� *� +�� �����
�
 �� ��� ������ T2 ���
�������� �� �
 ���	 ��	�����	
�

+�� �����
 ����
��� 	�������� ��	
������� ��  ! "��� �
 ��� ��� ������
T1� ��� ��� ����

��� �����
�
 ���� T2 -��� ��	� 	��������
 ��� �

 ��� ����
 ��
��� �������
 ��	��/ ��� ����� ����������

� ����� �
 	��� �� ��� ��	�� �����
��

+�� 
����� (�

���)		�� ��������� �������
 � ����
��� 	�������� �� 	��	�
����� �

 ����
����
 ��	
��� �� ��� ������� 
���� �������� +�� ���� ��� ���
	��	������� �� �

 ����
����
 �
 �

�
������ �� ��� ��

����� ����	
��

"�� f : Bitvector[1] → Bool �� �� �������	����� ��������� ��� 
�� x, y, z
�� *���� ���������� ������
�
�  ��
���� ��� ����� �����
� ϕ ≡ f(x) 
= f(y) 
=
f(z) 
= f(x)� +��
 �����
� ��	
��
 ���� ����� ���
� 
��� �

������� �� ���
������
�
 x, y, z 
��� ���� θ ≡ x 
= y 
= z 
= x� ����� 
���
� ��� ������
�
 x, y, z
��� ��
� ��,� ��
��
 0 �� 1� �� ��

��
 ���� θ ��
� �� ��
���
���
�� +��
 ��	
��

���� ϕ �
 ��
���
���
��

>������� ��� �����
����� (�

���)		�� ����������� ������ ������ ��� ����
���������� ���� T1 �
���� +��
 
�������� ��� �� �������� �� 	��	������� �


����
����
 ��	
��� �� ��� ������� 
�����
 �������� ��� �� 	������
��� ��� ��	�
	��������
 ���� T2C

(x = 0 ∨ x = 1) ∧ (y = 0 ∨ y = 1) ∧ (z = 0 ∨ z = 1)

0����

��� ���
� ��	� 	��������
 
���
 �� ����� ��
�� >������� ��� ���	
����
��

� �� �
 
������� �� �

��� ��	� 	��������
 ��
� ��� 
����� ���
����
�

;� ��� ��
����� ��
�� ��� 
���
�����������

 ��������� �
 ������

� 
���
����
>������� ��� 
��

 ����
 �� ��� �� ��� ��	�� 
�������� 
���
�� �� ��	� 	��������


���� ���� ���	���
�� � ��

������� ������
 �� ��� ��	��
�����
 �����
����
 �������

BB



-�

� ��

�� �
 ��	� ���������

 ���������
� �� ���
 �������/� ����� �

��� ����
���� ������
� ��
 � ����� ,���� 
������ +��
 ��
 �� �� ���� 
���� ��� ������
�

��� ��
������ ��� ���
� ��	� ���������

 ���������
 ��� ����

��� �� ��� �����
�����
 ��
���
 ���� ��� ����
��� 	��������� �

�� ��� 
�
��� ��
 �� 
������
������� ��� ��� ���� ���� ���� ��� �
 ���
������� �� �� 0 �� 1� ;���
	������ ��
��� ������ ��	
���� �� ���
������ ��� ��� ��
��
� �� �
 ��
� �� ����, ���� ��
��� ���
� ��
� 
�������� 
���
�� �� ��	� 	��������
 ��

 ���� �� �� �

����� ���

����� ����
 �� ��� ��
� ����� ��
� �
 ��

�

;� ����� ����
� ����
� � ����
����� ���� �����
����� �� � ��
� ����� ����
�������� ���
 ��� ��	
� ���� �

��
 
�,� ��	� ���������

 ���������
 ��� ���
���
������
 ������ ������

��� �� ������
 �� ���
 �����

� �����
������ �������

+��  ! "��� ��	
���������� �� ��� ���������� ����
��� 	�������� ��
 ����
��
��� �� ��� 
��
 �� ����	
�
C � ��

������ �� ����
����
 
��
� ���
����
� ������
������ 	���
��
� -����� &/� ��� � 
�� �� ��������
 ����	
�
 	���������=�� �� ���
����� �� ���������� ������
�
 -����� D/� +�� ����
����
 
��
� ����	
�
 ���
�
� ��
���� 
���� ���������� ����
 -E& ���
 �� ����/� ���� �������
 �� �	������
� ���
� ���	
� ��
��� ������� �� �����
���
� �����
� ��� ���������� �	������
�

+�� 	���������� �� ��� ����
��� 	�������� �
 ���	���� �����
� � ��+���
��
������ �
��� = ��A #11:+%*'� ;� �����
 D ��� &� ��� ����
 ���� -�� 
�����
/
���
���
 ����

����� �� 8;1� � ������� ��� ��� ���� �� 	�������
�
 �
 ���
�����
 ���� ��,�� �� = ��A� +�� ���
�
��� ����
����
 ����	
�
 -����� &/ ���
�

� ���	���� �����
� ��� ��+���
�� ������ �
��� ���  ! "��� ���
���� ��+

�
��� -� �! "#$ ��
���/� +��
 	������
 � ������ ��
�
��� ���	���
�� �� ���
�	����=�� ������ -� �! %&'"#$ ��
���/ ����� �
�
 ��� 
��� ���
���� ��+

�
��� �������� ���� ��� �����
�=�����
 ��� ����
��� �������
�

+�� ��	�������
 ���� ��� �� �� ;���
 0������ 4%% 1>= 	����

�� ���� D4&
1� 5�1 ����� @(L<"���� B�& ,����
� $��� 	������
 ��� ���	�
�� �
��� ���
D�D�B ���� �)B �	�����

!�� ("	���)��� ��� ������� *������

+�� ����
��� 	���
�� ��� ��� ���������� ������ �
 ,���� �� �� (0����� #12
34'�
��� ������ � ����
��� 	�������� ���� �
 	�������

� ������� �� ������
 �
 ����
��
�,�
�� +��������� �� �
 ��	������ �� �������� 
	����� 	���
�� ������
 ��
�
�

�
 �� �����
�
 ����� � 	������
�� �		����� ���,
 ��

�

)�� �� ��� ��	������ 	���
�� ������
 �
 	������ �� ������� �	����=������
���� ��� �
�� �
 ������
��� �� ��������� ���� �� �	����=�� ���
��� �� ��� ����
�������� �
 ���������

� ��������
 �� ��� �������
 ����� +��
� 	���
��
 �����
��
�
� �� �����
�
 �� ��� ���� (t1 = t2) ⇒ ϕ� ����� ��� ����
 ��� ��� �������

���� �� �
��		�����	 �������
 ������� ��� ������� �� ����� �����	�� ��� 
�� ����	���� �
 ����

������

BD



����	
� = ��A  ! " 5?T��+
U���
 +��� -=���A/  ��K���
 +���  ��K���


*E *�B& -%�%E/ 46* %�%* *
DB B�E& -%�*B/ *�EI6 %�%* *
E& E�D6 -%�I&/ &�434 %�%B *
*B4 *E�&4 -*�IB/ 3�D4* %�%& *
BIE &3�4* -E�I3/ B6�DII %�%& *
I*B BI3�3 -**6�3&/ E6�&I3 %�%3 *
*%B& V V %�*6 *
B%&4 V V %�DD *
&%3E V V %�E3 *
4*3B V V *�IB *

7����� DC ����	
� x = y ⇒ x + z = z + y 	���������=�� �� ��� ������ �� ���

�� x� y� ��� z�

����	
� = ��A  ! " ��+  ! " 5?T��+
+��� -=���A/  ��K���
 +���  ��K���
 +���  ��K���


!�
�� * &�*E -%�%*/ 4 DE�BE D�EIB %�%3 *
!�
�� B *%�BB -*�&I/ EID4 3*D�I* &%�%B6 %�& *
!�
�� D *%�44 -B�B&/ 4E*3 BID�6D *E�*B* %�& *
!�
�� & 3�D -%�*3/ 6DB EI�3& D�I&& %�%& *
;���
�� * &�%E -%�%*/ E D�6E 3 *�B B
;���
�� B 6�&& -%�%B/ E &�46 6 D�%B *D
;���
�� D 6�&B -%�%*/ 3 I�DI I B�E& D

7����� &C ��	��������
 ��
�
�
 ��� ����
����
�
��
� ����������� 	���
��
�

;� ��� ��
� ��
�� ��������� �

 ����������
 �� t1 �� ϕ �� t2� ��� ���� �����
�
�=��� �

 ����
 �� ϕ 	����
 ��� ������ �����
� ��
�� ������� ������ �� ����,�
��� ��+ 
�
���� ;� ����� D �� �����
����� ��� 
��
���
��� ��� �A��������

 ��
��� ������ �� ���
 ��
� �� � ������
 ����	
� 	���������=�� �� ��� 
�=� �� ���
����������
�

�
������ ��� ����	
�
 �� ����� D ��� ������

� ��������
� �� �
 ������
����
�� ���� ���� �

 ��� ��
�� ����
����
 ����	
�
 �� ����� & �

� ��

 ���� ��� 
���
��������� ��� ��� ���	
���
� 
�
��� �� ��������� ��� �����
�=������ ��
	��� ���

���� �����
� 
�=�
 ��� ����� 
������ ���	
������

;� ���� ����� ��
�
� ���� �� ��� �����
� �
 ����
�� ��� ������ �� ���	
���
�

�
��� �� ���
� ����
���������
� ��� ������ 
��

 
���
 � ���
������
� ���������
�� ����� ��� ��� ������ �� ���, ��� ��+ 
�
��� ��
 �� �� -
�� ����� &� ���
����
�� ����	
�
/�

;� ��� ���
� ��
� -��� ��������� �����
�
/� ���� ��������� ��� �����
�=��
���� 
��	
 �� ��� 
���������
� 
��	
��� ��� �����
�� ��� ������ ������
 �� ���

B&



������ ����

����� �� ��+� +�� ���������
 �������� ��� ���
� ����
���������
 �

��
��������� -�
�
� �� 
������ ��� ��
�����
� 
�� �� 	�������/� ��� ���������� ���
�		����� �
 �
���
 �� 
��
� �
 �A������ �
 ��� ������ ��+���
�� �������

� ���	���
���

+�� ���� ������������ �� ���
 ���, �
 � ��

������ �� 	�������
 ��
��� 	�����	
�

��� � �������� ��	
���������� �� � ��� ������� ����
��� 	�������� ��� � ������
�� ���������� ����������
� ������� ������������ �
 ���� ��� ����
��� 	��������
�
 ��	
������� �
 	��� ��  ! "���� � (�

���)		�� ����������� ��������,� ;�
�
 ��	������ �� ��	��
�=� ���� ��� ����
��� 	�������� �
 ������� ��� ���,
 �� �
���� ���� 
�� �� ���������� �	�������
 -������� �� �����
���
� ������
�� ��� ������
����� �	������
/� +�� ��	�� 
������� 
�		���
 �����
���
 ���������� �	�������

-������������� ��� ����������/� ���������� ���������� �	�������
 -�������� ���
���
���� ��
��	
�������/� �����
� ���
��� �	�������
 -���.�������� ��
.��������
��������/ ��� ��
��	
����
 -���������

� �	������/� )���� ������ ��������


��� �
 
��� ��� ����� 
����� 
���<=��� �����
���� ���������� 
����������� ���
���	������
 -F
�

 ����G/ ��� �� ��
�
� 
�		����� ������� 
�����
� ����

������

+�� �		����� ��
������ ���� ��
 ���� ���������
� 7��
�� ��� ������ ��
��

�� �����
�=������ ��� ��
� �� ��� ������ ���� �� �
 �
���
� ;� ��� ���
� ��
�
�� ��


 ���, �� ��+ 
�
���
 ����� ��� ,���� �� �� ���� �A������ ��� ����
���
(0����	
��� 	���
��
� �

�� 	��
������� ��+ ������
��� 
���
 �� ��	����
���� ����,
� ��� ���
 �		����� �

��
 ��� �� ��	���
�=� �� ��� ������ �������
�� ��� ��	�� 
������� ����
 �����
���� �� ��� �� ���� ������� ������ �� �
���
��� ��
��� �� ��	
���������� �� Σc �� Σa������
�=��
� ;� �
 
������� �� ������
� �����
 ���� ��� ��� ��� ��������
<	��������
 ����� �� Σ� ;� ����� ����
�
��� ��	�� 
������� ��� �� �
 ������
 �
 ������� +����� �
 ��� �������
 ���
��������� ���� ��� �� ��
�
� ����� �� ��� 	��	����

��� 
��	� )� ��� ���
�� ���

�		����� �
 K����
�� �

��
 ��� � ���� ��	��

��� ��� �����
��
� ��	�� 
��������
��� �
 ��������

������ ��� ����
��� 	�������� �
 � ���	����� ��  ! "��� ��
 ���� ���
�������
� ;� �

��
 �
 �� 
�		��� ��
��	
����
 -;+� ����
/� ���������
 ����
���������� ������
�
� �������� 	����
 ��� �������� �����������	
�
� ��� ������
�����
�
 ���� ���� �������
�

�� ������
���� ���� �� ������ ��
����� �
 �� ��	
��� ��� ������ �� �
��� �
������� 	������� 
���	� ��� ���������� ���������� ����� ��� 
���
�� �� 	�������

���	�
 #$8"34'� ��
���
 ��,� ��������
 �
 ��	��� ��� ���	�� ��������
 �� 
���	�
���� #$8"34'� 0�����
 
�
���
 ���	 ���
 
�
� ���������� ��� ��� 
�
�� ��
� ���
� 
��
�� �� �

 ������
�
 �� ��� ��	���

��������� ��� ���������� �����
 ���� �� 
�		��� ����
����� ����
 �
 �������
���� �� ������ ��
������ ?� �

� 	
�� �� ������
� 
�		��� ���� ����� �	�������


�,� �����
� H)5� ��

 ���������� ��
��	
�������� ���������� 
����������� �����

����� =���<
��� �����
���
� ��� 	��������
 
�,� ���	������
� +�� ��������� ��
������ 
�		��� �
 ���� ��� 
�������� �
 	��
������ ��� ��� ��� ��,� ��������� ��
��� �
������� 	��	�����
 �� ���
� �	������
�

BI



�������	��

#$��%D'  � $������� ��	�(���  ������� �� )������	��*�		 *������
 �� ����
��������
 �� *��
� �+��	� $�	���	
� 0�8 ���
�
� �������� L�����
����
B%%D�

#$$%&'  
��, $����� ��� ������ $���=���  ! "���C � ��� ��	
�����
������ �� ��� ���	������� ��
����� ����,��� ;� 5�.��� �
�� ���
8���� �� 0�
��� ������
� ������	��#��	�  	��������� ,�# -./0�
"( �� �	������ !��
��� W�
� B%%&� ������������	
���
���	��

���������

#$8"34'  
��, ?� $������� 8���� "� 8�

� ��� W����� 5� "������ � ����
���
	�������� ��� ���������� ����������� ;� 1#� -234 5���		����
 �� ��	
67�� ������ ����	�	��	 �� 1	
��� ����������� 	���
 IBBXIB6� � 1
0��

� *334�

#$034' (�,�
�. $.Y���� ��� 1��,  � 0������� 8������ ���� ��� ��������

�=� ����������
� ;� $#�#" -234 5���		����
 �� ��	 /�� 8��	���������
����	�	��	 �� $���
 ��� #��������
 ��� ���
�������� ��� #����
�

�� "�
�	�
� 	���
 D6EXD3B� �	�������!��
��� *334�

# 1536' 8����  ��
�,� 1� )
���� 12

��� ��� >���
� 5��Z� �� �������
����
��� 	�������� ��� ��� ������ �� �����
�=�� ����������
� ;� �# 
-294 5���		����
 �� ��	 2�� 8��	��������� ����	�	��	 �� ������	�
#��	�  	���������� 	���
 E%X6*� �	�������!��
��� *336�

#�9134' W���� �
������ (�

 9
��
���� ��� �����
 12

��� 1��� *��C ���
���������
 ��� �
*
 ��� �
B
� ;� ������	� #��	�  	���������� �# 
-23� 5���		����
� ��
��� *&B6 �� !:�"� �	������ !��
��� *334�

#78934' 7��=�� 7�

��� �������
 8�����
� ��� 9��� 9���=��� 7��������

������ ���������� ��� ��
 ����

 �
��� 
����� 	���������� ��� D�

���
����
���� ;� 1#� -234 5���		����
 �� ��	 67�� ������ ����	�	��	
�� 1	
��� ����������� 	���
 IB4XIDD� � 1 0��

� *334�

#@$+8%&' !� @���
�� �� $���=���  � +���

�� ��� 8� "� 8�

�  ���������� ���

�
�
 ��� ���� 
����� �������
 ���� ����
�		��� 
��������
� +������
��
 ��	���� �������� L�����
���� B%%&� ������������	
���
���	��
�������	��������������
�
���	����������
��������

#91%*' (�

 9
��
��� ��� �����
 1Y

��� ;+:#  	�
��� <�/ =
	� ;���
���� $5; � (���
 �����
 (��%*�*� 8�	������� ��  ��	���� ��������
L�����
��� �� �����
� W������ B%%*�

#1��3E' 1���� 1��=���� >
�	�
���
 �� *��
� +��	� !�����  ������� L���
���
��� 0��

� *33E�

BE



#11:+%*' 1� 1�
,����=�  � 1������� [� :����� "� :����� ��� �� 1�
�,�
 ��AC ����������� �� ������� ��+ ��
���� ;� 62�� 1	
��� #��
�������� ����	�	��	� B%%*�

#12
34' 1� )
���� 12

��� ��
���� ���������� ��������
 � � ����
��� 	�����
���� ��� �������� ������������ *334� 8�	
��� +��
�
� ����
��
� ��
���������������	�
�� ������������ ��!��"����	��

#()63' @� (�

�� ��� 8� )		��� ���	
�������� �� ���	������� ����
���
	��������
� #�; $���
������
 �� 5���������� !������	
 ���
"�
�	�
� *-B/CB&IXI6� *363�

#+>3E'  �
��� +���

� ��� 1���� +� >������� � ��� ���������

 	���� ��
��� (�

��X)		�� ����������� 	��������� ;� 7� $����� ��� 9� L�
����
=� ������
� *�����	�
 �� ��������� "�
�	�
4 5���		����
 ��
��	 <
� 8��	��������� &��(
��� ,;������ ?	�����0� �		
��� "�����
	���
 *%DX*B%� 9
���� �������� 0��
�
���
� 1���� *33E�

#+:%&'  �
��� +���

� ���  �
����� :�����  �������� ����
��� 	��������

��� �������
 �� 
����� 
����
� +�������
 5�	��� %&�%*� 8�	������� ��
 ��	���� �������� +�� L�����
��� �� ;���� 7������� B%%&�

#:9 %*' :� :���� 0� 9�

�� ��� 1�  ��
��

,�� "	
��C � ������ �		����� ��
��
 
���
����
���� ;� 1#$> -.<4 5���		����
 �� ��	 ����	�	��	 ��
1	
���� ���������� ��� �	
� �� >����	� 	���
 D34X&%B� ;��� 0��

�
B%%*�

B6


